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У статті представлений комплексний підхід до вирішення актуальної проблеми підвищення ефективності 
грохочення шихтових матеріалів, що має важливе значення для металургійного виробництва. Метою дослі-
джень є розробка математичної моделі руху вільно укладеної сіячої поверхні грохота в умовах її вібраційно-
ударної дії. Для досягнення поставленої мети в роботі використовується поетапний системний аналіз тео-
ретичного дослідження руху сіячої поверхні, котра розглядається як матеріальна точка, рух якої обмежено 
певним інтервалом, і розбитий на шість характерних етапів, кожен з яких аналізується окремо. У результа-
ті дослідження було розроблено диференційне рівняння руху сіячої поверхні та отримано залежності, які до-
зволяють описати її рух у різних динамічних станах враховуючи сили інерції, пружні деформації, сили тяжіння 
та тертя. Визначені умови, за яких відбувається резонанс і підвищується інтенсивність підкидання сита. Це 
дозволяє мінімізувати явище забиття отворів сіячої поверхні, що, у свою чергу, підвищує ефективність про-
цесу відсіву. Наукова новизна дослідження полягає в розробці нової математичної моделі, яка описує рух віль-
но укладеної сіячої поверхні в умовах її вібраційно-ударної дії. Це дозволяє вперше детально вивчити процеси, 
що відбуваються під час грохочення, і визначити оптимальні умови для зменшення забиття отворів сіячої 
поверхні. Результати цього дослідження можуть бути використані для вдосконалення процесу підготовки 
залізовмісної сировини до переплаву, що є актуальним завданням для металургійної промисловості. Застосу-
вання розробленої математичної моделі дозволить підвищити ефективність відсіву дріб'язкових фракцій, 
зменшити забиття отворів сіячої поверхні, що покращить загальну якість металургійних процесів. Це, в 
свою чергу, сприятиме економії ресурсів та зниженню витрат у виробництві. 
Ключові слова: грохочення, математична модель, ударно-вібраційна дія, ефективність відсіву, забиття от-
ворів, металургійне виробництво. 
 
The article presents an integrated approach to solving the actual problem of increasing the efficiency of screening 
charge materials, which is important for metallurgical production. The aim of the research is to develop a mathematical 
model of the motion of a loosely stacked screening surface under the conditions of its vibration and impact action. To 
achieve this goal, we have used a step-by-step systematic analysis of the theoretical study of of the motion of the siev-
ing surface, which is considered as a material point whose motion limited to a certain interval, and is divided into six 
characteristic stages, each of which is analyzed separately. As a result of the study, the following were developed a dif-
ferential equation of motion of the sowing surface and obtained dependencies that allow us to describe its motion in dif-
ferent dynamic states, taking into account the forces of inertia, elastic deformation, gravity, and friction. The conditions 
under which resonance occurs and the intensity of the sieve tossing increases. This allows minimizing the phenomenon 
of clogging of the holes of the sieving surface, which, in turn, increases the efficiency of the turn, increases the efficiency 
of the screening process. The scientific novelty of the study is the development of a new mathematical model that de-
scribes the movement of a loosely of a loosely laid sowing surface under the conditions of its vibration and impact ac-
tion. This allows us to for the first time to study in detail the processes occurring during screening, and to determine the 
optimal conditions for reducing clogging of the seeding surface holes. The results of this study can be used to improve 
the process of preparing iron-containing raw materials for remelting, which is an urgent task for the metallurgical indus-
try. The application of the developed mathematical model will increase the efficiency of screening out fines and frac-
tions, reduce clogging of the holes of the screening surface, which will improve the overall quality of metallurgical pro-
cesses. This, in turn, will help save resources and reduce production costs.  
Key words: screening, mathematical model, impact vibration action, screening efficiency, hole clogging, metallurgical 
production. 

 
Вступ 
В даний час якість підготовки шихтових мате-

ріалів металургійного виробництва в значній мірі 
залежить від ефективності відсіву дріб’язкових 
фракцій (0…5 мм) з залізовмісної сировини. Як 
показує досвід експлуатації різноманітних типів 
грохотів, збільшення ефективності грохочення 
шихтових матеріалів утруднене суттєвим заби-
ванням отворів сіячих поверхонь, що не дозволяє 
підвищити якість підготовки залізовмісної сиро-
вини до переплаву.  

Вочевидь для практиків і науковців стає необ-
хідним генерувати, досліджувати та використову-
вати нові ідеї, які б дозволили зменшити забиття 
сіячих поверхонь грохота та збільшити ефектив-
ність відсіву некондиційних фракцій металургійної 
шихти перед доменною плавкою. Тому роботи 
направлені на інтенсифікацію процесу грохочен-
ня шляхом зменшення забиття отворів сіячих по-
верхонь грохота, які використовуються для відсі-
ву дріб’язкового класу в залізовмісних шихтових 
матеріалах на сьогодні є актуальним завданням. 
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Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми 

Інтенсифікації процесу грохочення мінеральної 
сировини присвячено багато дослідницьких робіт. 
Головним чином вони стосуються того, як відпові-
сти на питання, яким способом підвищити динамі-
чні показники робочого органу грохота або його сі-
ячої поверхні, щоб зменшити її захаращеність чи 
забиття отворів важкопрохідними частинками [1-5]. 
До грохотів такого типу можна віднести машини з 
рухливими сіячами поверхнями, у котрих коливан-
ня від віброзбудників частотою у 100 Гц переда-
ються безпосередньо сіячій поверхні, котра жорст-
ко закріплена на коробі [6], у інших, процес грохо-
чення інтенсифікується за рахунок підвищення 
прискорень, або згину та розтягу сіячої поверхні 
[7-11]. Також слід відзначити резонівні сіячі повер-
хні розроблені Інститутом геотехнічної механіки ім. 
М. С. Полякова Національної академії наук Украї-
ни, котрі використовують явища резонансу на на-
тягнутих струнах. Такі сіячі поверхні забезпечують 
зниження забиття та захаращеності її отворів, од-
нак їх використання не можливе для умов шихто-
підготовчих відділень металургійного виробництва 
оскільки вони мають недостатню надійність і конс-
труктивну складність [12-14]. 

Для різноманітних динамічних схем вібрацій-
них грохотів і встановлених на них сіячих повер-
хонь було виконане багато теоретичних дослі-
джень та розроблено математичних моделей ру-
ху робочих органів, в той же час для грохотів сія-
ча поверхня котрих вільно розташована на його 
коробі таких досліджень проведено не було. Але 
для удосконалення шихтових грохотів, які фрак-

ціонують залізовмісну металургійну шихту, такі 
дослідження є дуже важливими. 

Мета і завдання досліджень 
Мета роботи полягає в розробці математичної 

моделі руху вільно укладеної сіячої поверхні при 
вібраційно-ударній дії на неї для зменшення за-
биття її отворів важкопрохідними частинками. 

Матеріали та методи досліджень 
При розробці математичної моделі руху сіячої 

поверхні грохота в умовах її вібраційно-ударної 
дії теоретичні дослідження виконувались з вико-
ристанням поетапного системного аналізу. На 
рис. 1 наведена загальна розрахункова схема ру-
ху сіячої поверхні, де умови зв’язку, котрі прикла-
дені до неї, дозволяють обмежити її рух в промі-
жку  𝛿ℎ.  

Саму сіячу поверхню представляємо в якості 
матеріальної точки С розташованої в центрі мас 
системи, що розглядається, а її пружну дефор-
мацію приймаємо за усереднену деформацію 
пружних елементів з жорсткістю 𝑐𝑠𝑟. Масу коробу 
позначено як М, а масу сіячої поверхні з центром 
мас в точці С як m. Тоді на точку С може бути по-
слідовно накладено два односторонніх зв’язки, 
при вибиранні проміжку  𝛿ℎ вздовж вісі y1. Ці 
зв’язки виникають по мірі зіткнення маси m з ни-
жньою та верхньою площинами внутрішньої по-
верхні швелероподібного підситника. Розділимо 
процес циклічного руху механічної системи, при 
коливаннях коробу, на шість характерних етапів. 
Приймаємо, що в початковому положенні маса m 
знаходиться в статичній рівновазі, спираючись на 
нижню площину підситника. 

 Рисунок 1 – Загальна розрахункова схема 
 

Результати досліджень 
Розглянемо перший етап руху сіячої поверхні. 

В цьому випадку матеріальна точка спирається 
на пружну основу відомої жорсткості (рис. 2), а її 
рух приймаємо таким, що повністю підкорюється 

руху коробу. Маса коробу вважається настільки 
переважаючою над масою матеріальної точки, 
що зміною закону руху коробу при взаємодії з то-
чкою можна знехтувати. 

 

Рисунок 2 – Розрахункові схеми при 
спільному розгоні коробу та сіячої по-
верхні (а), для визначення напряму 
сил інерції (б) 
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Нехай  рух коробу відповідає гармонійному за-
кону, характерному для однорідного вібраційного 
поля з лінійним полем траєкторій його точок, що є 
законом переносного руху 
 

{
𝑥𝑒(𝑡) = 𝐴 ∙ sin(𝜔𝑡) ∙ sin 𝛽

𝑦𝑒(𝑡) = 𝐴 ∙ sin(𝜔𝑡) ∙ cos 𝛽 ,
 (1) 

 

де 𝐴 – амплітуда коливань вздовж напряму руху, 

м; 𝜔 – кругова частота коливань коробу, с-1; 𝛽 – 
кут вібрації точок коробу (від нормалі к сіячої по-
верхні до лінії вібрації). 

Тоді, у відповідній системі координат x1y1 (див. 
рис. 2) сили інерції переносного руху у відповід-
ності до (1)(1) будуть мати абсолютну величину  
 

{
𝑆𝑖𝑛𝑥 = 𝑚 ∙ 𝐴 ∙ sin 𝛽 ∙ 𝜔2 ∙ sin(𝜔𝑡)

𝑆𝑖𝑛𝑦 = 𝑚 ∙ 𝐴 ∙ cos 𝛽 ∙ 𝜔2 ∙ sin(𝜔𝑡).
 (2) 

 

Оскільки, в цьому динамічному стані системи 
розглядалась лише пружна деформація сіячої 
поверхні при нерухомому її  периметрі, то силою 
інерції вздовж вісі x1 будемо нехтувати. 

Тоді, основний закон динаміки для відносного 
руху запишеться у вигляді 
 

𝑚 ∙ 𝑦𝑟̈ = −𝑈 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 + 𝐺 ∙ cos 𝛼 − 𝐹, (3) 
 

де 𝑦̈𝑟 – відносне прискорення точки, м/с2; 𝛼 – кут 

нахилу сіячої поверхні до горизонту, град; 𝑈 – си-
ла пружності пружини, еквівалентна пружності сі-
ячої поверхні, яка визначається за формулою 
 

𝑈 = 𝑐𝑠𝑟 ∙ 𝑦𝑟  Н; (4) 
 

𝐺 – сила тяжіння 
 

𝐺 = 𝑚 ∙ 𝑔, Н, (5) 

де 𝑚 – маса матеріальної точки (сіячої поверхні); 

𝑔 – прискорення вільного падіння, м/с2; 𝐹 – сила 
в’язкого супротиву  
 

𝐹 = 𝜇 ∙ 𝑦𝑟̇  Н, (6) 
 

де 𝜇 – коефіцієнт в’язкого тертя, кг/с. 

Зважаючи на те, що сила тяжіння 𝐺 компенсу-
ється силою пружності матеріалу — складають 
зрівноважену систему сил, то згідно аксіоми 2 
статики [15] їх можна відкинути, що дає змогу ро-
зглядати лише динамічну скадову. 

Перетворюємо вираз (3), враховуючи вищеви-
кладене та вирази (2), (4-6) 
 

𝑦̈𝑟 +
𝜇

𝑚
⋅ 𝑦̇𝑟 +

𝑐𝑠𝑟
𝑚
⋅ 𝑦𝑟 = 

= 𝐴 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ⋅ 𝜔2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡). 
(7) 

 

Рішення диференційного рівняння (7) викону-
валось за методикою, викладеною [16], для зруч-
ності були введені наступні позначення 
 

𝜇

𝑚
= 2 ∙ ℎ; (8) 

 

𝑐𝑠𝑟
𝑚
= 𝑘2; (9) 

 

𝐴 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ⋅ 𝜔2 = 𝐻. (10) 
 

Тоді вираз (7) прийме вигляд  
 

𝑦̈𝑟 + 2 ∙ ℎ ⋅ 𝑦̇𝑟 + 𝑘
2 ⋅ 𝑦𝑟 = 𝐻 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡). (11) 

 

Рішення диференційного рівняння (11)  
дозволяє визначити закон відносного руху мате-
ріальної точки при першому виді динамічного 
стану 

 

𝑦𝑟 = 𝑒
−ℎ𝑡 [

𝑦̇𝑟0 + 𝑦𝑟0ℎ

√𝑘2 − ℎ2
𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 𝑦𝑟0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘

2 − ℎ2)] − 

−𝑒−ℎ𝑡 [
𝐷

√𝑘2 − ℎ2
(ℎ ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 + 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛾) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 

+𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2)] + 𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝛾), (12) 
 
де 𝑦̇𝑟0 – початкова відносна швидкість матеріаль-
ної точки, м/с; 𝑦𝑟0 – початкова координата віднос-
ного положення матеріальної точки. 

Для спрощення у виразі (12) були введенні 
додаткові позначення 
 

𝐷 =
𝐻

𝑘2√|(1 −
𝜔2

𝑘2
)| + 4

ℎ2∙𝜔2

𝑘4

; 
(13) 

𝛾 = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
2 ∙ ℎ ∙ 𝜔

𝑘2 − 𝜔2
). (14) 

 

На підставі отриманого рішення був визначе-
ний коефіцієнт динамічності підчас відносного 
розгону сита  
 

𝐾𝑑𝑖𝑛 =
1

√|(1 −
𝜔2

𝑘2
)| + 4 ∙

ℎ2∙𝜔2

𝑘4

, 
(15) 

який приймає максимальне значення за умови 
 

𝜔

𝑘
= √1 − 2 ∙

ℎ2

𝑘2
. (16) 

  

А його максимальне значення дорівнює 
 

[𝐾𝑑𝑖𝑛]max =
1

2 ∙
ℎ

𝑘
√|(1 −

ℎ2

𝑘2
)|

 
(17) 

 

З отриманих залежностей можна зробити ви-
сновок, що при  
 

𝜔

𝑘
= 𝜔 ∙ √

𝑚

𝑐𝑠𝑟
= 1 (18) 

 

спостерігається явище резонансу. При цьому, 
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якщо  
  

ℎ

𝑘
=

𝜇

2 ∙ √𝑚 ∙ 𝑐𝑠𝑟
= 0, (19) 

 

то при виконанні умови (18) коефіцієнт динаміч-
ності 𝐾𝑑𝑖𝑛 = ∞. 

При умові, що дотримується нерівність  
 

(
ℎ

𝑘
)
2

≥
1

2
 ⇒  

𝜇2

4 ∙ 𝑚 ⋅ 𝑐𝑠𝑟
≥
1

2
, (20) 

 

явище резонансу зникає. 
Незважаючи на односторонній зв’язок процес 

пружних коливань не підтримується через розрив 
зв’язку, тенденція до виникнення явища резонан-
су дозволяє забезпечити інтенсивне підкидання 
сита. Таким чином, на початковому етапі необхі-
дно забезпечити умову 
 

𝜔√
𝑚

𝑐𝑠𝑟
= 1; (21) 

  

𝜇

2√𝑚 ∙ 𝑐𝑠𝑟
→ min. (22) 

 

Відрив сита від нижньої площини внутрішньої 
поверхні підситника в кінці першого етапу харак-
терний тим, що в цей момент, при відсутності си-
ли тертя, сила пружності пружини, як реакція 
опори, дорівнює нулю, а координати точки дорів-
нюють знятої статичної деформації опори. Тоді 
умова відриву з урахуванням спрямованості вісі 
відносної системи координат x1y1 (див. рис. 2) 
прийме вид 
 

𝑦𝑟̈ = 𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼, (23) 
 

чи 
 

𝑦𝑟1 = −
𝑚 ∙ 𝑔

𝑐𝑠𝑟
∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼. (24) 

 

Кінець першого етапу циклічного руху системи 
визначається підстановкою виразу (24) в (12), 
розв’язування утвореного рівняння чисельним 
методом дозволяє визначити момент t1 відриву 
матеріальної точки від опори, а похідна за часом 
від (24) з врахуванням t1 дозволяє визначити кін-
цеву швидкість Vr1 на при кінці першого етапу. 

Таким чином, отримані залежності дозволяють 
визначити початкові умови — швидкість і коорди-
нати матеріальної точки, для переходу до мате-
матичного опису другого динамічного стану сис-
теми. 

Розглянемо другий етап. В цьому випадку ко-
роб і сіяча поверхня, котра має один ступінь сво-
боди у нормальному до опорної поверхні швеле-
роподібного підситника напрямку, рухаються роз-
дільно. 

Після відриву матеріальної точки від опорної 
поверхні вона переміщується в просторі, утворе-
ним підситником, під дією сили тяжіння (5) та тер-
тя 
 

𝑅 = 𝑘 ∙ 𝑁  Н, (25) 
 

де 𝑘 – коефіцієнт тертя спокою пари «сіяча пове-

рхня – стінки підситника»; 𝑁 – сила нормальної 
реакції стінки підситника, Н; у абсолютній системі 
координат xy, та під дією додаткових сил інерції 
(2) у відносній системі координат x1y1 (рис. 3), що 
виникають від переносного руху коробу за зако-
ном динаміки для відносного руху матеріальної 
точки. Таким чином, для заданої схеми прикла-
дання сил, вибраного напрямку осей координат 
(див. рис. 3) у відповідності до основного закону 
динаміки відносного руху точки, маємо 
 

{
𝐺 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑁 − 𝑆𝑖𝑛𝑥 = 0
𝐺 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑅 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 = 𝑚 ⋅ 𝑦̈𝑟

. (26) 

 

 

 
Рисунок 3 – Розрахункова схема ковзання сіячої поверхні в просторі, утвореним підситником, (а) та 
визначення напряму сил інерції (б) 
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Перетворимо вираз (26) враховуючи (2), (5), 
(25) 
 

 {
𝑚 ∙ 𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑁 −𝑚 ∙ 𝐴 ∙ sin𝛽 ∙ 𝜔2 ∙ sin(𝜔𝑡) = 0

𝑚 ∙ 𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑘 ∙ 𝑁 +𝑚 ∙ 𝐴 ∙ cos𝛽 ∙ 𝜔2 ∙ sin(𝜔𝑡) = 𝑚 ⋅ 𝑦̈𝑟
. (27) 

 

З першого рівняння системи (27) визначаємо 
нормальну реактивну силу  
 

𝑁 = 𝑚 ∙ 𝐴 ∙ sin 𝛽 ∙ 𝜔2 ∙ sin(𝜔𝑡) − 𝑚 ∙ 𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼. (28) 
 

Підставимо знайдене значення в друге рів-
няння системи (27), представляючи відносне 
прискорення точки 𝑦̈𝑟 через швидкість відносного 
руху матеріальної точки вздовж простору, утво-

реному підситником, 𝑉̇𝑟𝑦(𝑡) 
 

𝑉̇𝑟𝑦(𝑡) = 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) + 

+𝐴 ∙ 𝜔2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽). 
(29) 

 

Розв’язання диференційного рівняння (29), 
враховуючи початкову швидкість процесу віднос-
ного руху, яка дорівнює кінцевій швидкості точки 
на попередньому етапі в момент розриву зв’язку 
між сіячою поверхнею та опорною поверхнею пі-
дситника, яка визначається диференціюванням 

рівняння (24) враховуючи 𝑡1, дозволяє отримати 
швидкість відносного руху матеріальної точки 
вздовж простору, утвореному підситником 
 

𝑉𝑟𝑦(𝑡) = 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡 − 

−𝐴 ∙ 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) × 

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟1. (30) 
 

Після інтегрування отриманого виразу (30) бу-
демо мати закон відносного руху матеріальної 
точи на етапі її переміщення в просторі, утворе-
ному швелероподібним підситником при початко-
вій координаті 𝑦𝑟1, яка є координатою розриву 
зв’язку між сіячою поверхнею та опорною повер-
хнею швелероподібного підситника на поперед-
ньому етапі 
 

𝑦𝑟(𝑡) = 0,5 ∙ 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡
2 − 

−𝐴 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) × 

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟1 ⋅ 𝑡 + 𝑦𝑟1. (31) 
 

Кінцеві параметри даного етапу визначаються 
з системи алгебраїчних рівнянь, утворених на пі-
дставі виразів (30) та (31). 

 

{
 

 
𝑉𝑟2 = 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡2 − 𝐴 ∙ 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠[𝜔 ∙ (𝑡2 + 𝑡1)] ×

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟1
−𝛿ℎ = 0,5 ∙ 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡2

2 − 𝐴 ∙ 𝑠𝑖𝑛[𝜔 ∙ (𝑡2 + 𝑡1)] ×

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟1 ⋅ 𝑡2 + 𝑦𝑟1

. (32) 

В системі (32) у тригонометричному виразі, 
яке визначає гармонійний закон руху коробу, ви-
користовується абсолютний час руху, котрий від-
раховується від нульового початкового момен-
ту — це сума тривалості першого та другого ста-
нів руху 𝑡2 + 𝑡1. 

На третьому етапі сіяча поверхня впирається 
у верхню опорну площину підситника та зупиня-
ється. Частина сіячої поверхні, що не контактує з 
опорною площиною підситника продовжує рух у 
тому ж напрямку прогинаючись, в межах пружно-
сті сіячої поверхні, досягаючи максимально мож-
ливу стрілу прогину. Після досягнення максима-
льного прогину починається четвертий етап руху 
сіячої поверхні — її відскоку від верхньої опорної 
площини підситника під дією сили пружності. При 
цьому опорна поверхня сита залишається неру-

хомою, переміщується лише розтягнуте тіло сія-
чої поверхні.  

Зважаючи на це в розрахунковій схемі сил, 
прикладених до матеріальної точки (рис. 4), до-
пустимо виключити взаємо урівноважені між со-
бою сили — силу інерції в поперечному напрямку 
до простору, утвореному швелероподібним під-
ситником, та силу реакції поверхні вертикальної 
стінки швелероподібного підситника, яка утворює 
простір у вертикальній площині. Сила тертя на 
третьому та четвертому етапах відсутня внаслі-
док нерухомості опорної поверхні сита в просторі, 
утвореному підситником. Рухається лише центр 
мас сита, котрий ми приймаємо за досліджувану 
матеріальну точку, за рахунок його пружної де-
формації. 

 

Рисунок 4 – Розрахункова схема удару сіячої по-
верхні по підситнику,  відскоку від верхньої опор-
ної площини підситника (а), для визначення на-
пряму сил інерції(б)  
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В той час, тіло сіячої поверхні, як і на першому 
етапі, прийняте за пружину з усередненою жорст-
кістю 𝑐𝑠𝑟. Внаслідок внутрішнього тертя та аеро-
динамічних втрат відбувається дисипація енергії 
в процесі руху пружного тіла, яка враховується за 
допомогою емпіричного коефіцієнта μ, еквівален-
тного коефіцієнту в’язкого тертя. 

Враховуючи сталість розташування прийнятих 
систем координат та викладених вище допущень, 
основний закон динаміки для відносного руху ма-
теріальної точки прийме вид 

𝑈 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 + 𝐺 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝐹 = 𝑚 ⋅ 𝑦̈𝑟 . (33) 

Беручи до уваги систему (2) залежності (4-6) 
вираз (33)(33) прийме вид 
 

𝑦̈𝑟 +
𝜇

𝑚
⋅ 𝑦̇𝑟 −

𝑐𝑠𝑟
𝑚
⋅ 𝑦𝑟 = 

= 𝐴 ∙ 𝜔2 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼. 
(34) 

 

Враховуючи методику [16] та ведені позначен-
ня (8-10), (13, 14), рішення диференційного рів-
няння (34) дозволяє визначити закон відносного 
руху матеріальної точки при третьому динаміч-
ному стані системи 

 

𝑦𝑟 = 𝑒
−ℎ∙𝑡 ∙ [

𝑦̇𝑟0 + 𝑦𝑟ℎ

√𝑘2 − ℎ2
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 𝑦𝑟0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘

2 − ℎ2)] − 

−𝑒−ℎ∙𝑡 ∙ [
𝐷

√𝑘2 − ℎ2
∙ (ℎ ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 + 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛾) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 

+𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2)] + 𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝛾) +
𝑔

𝑘2
∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼. (35) 

 
З урахуванням сили тертя в просторі, утвореним 
підситником, рівняння для розрахунку моменту 
відриву матеріальної точки від  підситника, в той 
же час, цей момент є початком етапу ковзання 
опорної поверхні сита в межах проміжку 𝛿ℎ, буде 
мати вид 
 

𝑈 + 𝐺 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑅 = 0, (36) 
чи 

𝑦𝑟4 =
1

𝑐𝑠𝑟
(𝑅 −𝑚𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼). (37) 

 

Підставляючи значення 𝑦𝑟4 в (35) ми отримаємо 
час закінчення четвертого етапу 𝑡4. 
Похідна за часом від виразу (35) з підстановкою 
𝑡4 дозволяє вирахувати кінцеву швидкість 𝑉𝑟4 на 
четвертому етапі. 

На п’ятому етапі після відриву матеріальної 
точки від контакту з верхньою опорною поверх-
нею швелероподібного підситника, вона рухаєть-
ся під дією сили тяжіння та тертя в абсолютній 
системі координат xy, а також під дією сил інерції 
в відносній системі координат x1y1 (див. рис. 5). 

 
Рисунок 5 – Розрахункова схема ковзання сіячої поверхні в просторі,  
утвореному підситником, (а), визначення напряму сил інерції (б) 
 

Тоді, основний закон динаміки відносного руху 
матеріальної точки прийме вид 
 

{
𝐺 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑁 − 𝑆𝑖𝑛𝑥 = 0
𝐺 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑅 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 = 𝑚 ⋅ 𝑦̈𝑟

. (38) 

Перетворимо систему рівнянь (38) з враху-

ванням (2), (5), (25), визначивши з першого рів-
няння системи (38) нормальну реактивну силу N, 
підставивши її в друге рівняння системи, пред-
ставляючи прискорення точки 𝑦̈𝑟 через швидкість 
відносного руху матеріальної точки вздовж прос-
тору, утвореному підситником, отримуємо дифе-
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ренційне рівняння, розв’язання котрого, врахову-
ючи початкову швидкість процесу відносного ру-
ху, яка дорівнює кінцевій швидкості точки на чет-
вертому етапі в момент розриву зв’язку 𝑉𝑟4, яка 
визначається диференціюванням рівняння (35) 
враховуючи 𝑡4, дозволяє отримати швидкість від-
носного руху матеріальної точки вздовж просто-
ру, утвореному підситником 
 

 𝑉𝑟𝑦(𝑡) = 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡 − 

−𝐴 ∙ 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) × 

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟4. (39) 

Після інтегрування виразу (39) отримуємо за-
кон відносного руху матеріальної точки на 
п’ятому етапі при початковій координаті 𝑦𝑟4 
 

𝑦𝑟(𝑡) = 0,5 ∙ 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼) ⋅ 𝑡2 − 
−𝐴 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) × 

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟4 ⋅ 𝑡 + 𝑦𝑟4. (40) 
 

Тривалість 𝑡5 та кінцеву швидкість п’ятого ета-
пу визначаємо з системи алгебраїчних рівнянь, 
утвореної на підставі (39) та (40) 

 

{
 

 
𝑉𝑟5 = 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼)𝑡5 − 𝐴 ∙ 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠[𝜔 ∙ (𝑡5 +⋯+ 𝑡1)] ×

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟4
0 = 0,5 ∙ 𝑔 ∙ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼)𝑡5

2 − 𝐴 ∙ 𝑠𝑖𝑛[𝜔 ∙ (𝑡5 +⋯+ 𝑡1)] ×

× (𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑘 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛽) + 𝑉𝑟4 ∙ 𝑡5 + 𝑦𝑟4

. (41) 

 

В системі (41) у тригонометричному виразі, що 
визначає коливання коробу, вводиться абсолют-
ний час руху, котрий відлічується від нульового, 
початкового моменту — це сума тривалості від 
першого до п’ятого етапів руху включно 
(𝑡5+. . . +𝑡1). 

Шостий етап наступає після появи контакту 
опорної поверхні сита з нижньою опорною пло-
щиною швелероподібного підситника в кінці 
п’ятого етапу, ковзання опорної поверхні сита в 
просторі, утвореному підситником, припиняється, 

тому при записі основного закону динаміки для 
відносного руху матеріальної точки, нехтуючи 
складовою сили інерції вздовж вісі x1 (рис. 6) 
 

𝑚 ⋅ 𝑦̈𝑟 = −𝑈 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 + 𝐺 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝐹. (42) 
 

Враховуючи (2), (4-6) вираз (42) прийме вид 
 

  𝑦̈𝑟 +
𝜇

𝑚
⋅ 𝑦̇𝑟 +

𝑐𝑠𝑟
𝑚
⋅ 𝑦𝑟 = 

= 𝐴 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ⋅ 𝜔2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼. 
(43) 

 

 
Рисунок 6 – Розрахункова схема при спільному розгоні коробу та сіячої поверхні (а), визначення  
напряму сил інерції (б) 
 

Беручи до уваги методику [16] та введенні 
позначення (8-10), (13), вирішуючи диферен-

ційне рівняння (43) отримуємо закон відносного 
руху матеріальної точки 

 

𝑦𝑟 = 𝑒−ℎ∙𝑡 ∙ [
𝑦̇𝑟0 + 𝑦𝑟 ∙ ℎ

√𝑘2 − ℎ2
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 𝑦𝑟0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘

2 − ℎ2)] − 

−𝑒−ℎ∙𝑡 ∙ [
𝐷

√𝑘2 − ℎ2
∙ (ℎ ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 + 𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛾) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2) + 𝐷 × 

×∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝑡 ∙ √𝑘2 − ℎ2)] + 𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝛾) +
𝑔

𝑘2
∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼. (44) 

 

На підставі закону збереження енергії визна-
чається максимум функції відносного положення 
𝑦𝑟6. Підстановка цього значення в (44) дозволяє 

вирахувати момент 𝑡6 закінчення шостого етапу. 

Похідна за часом з підстановкою 𝑡6 дозволяє 
вирахувати кінцеву швидкість 𝑉𝑟6 на шостому 
етапі. 

Шостим етапом цикл руху сіячої поверхні за-
вершується. Кінцеві параметри шостого етапу є 
початковими параметрами для першого етапу 
наступного циклу руху сіячої поверхні. Фізично 
шостий і перший етапи є нерозривним процесом. 
З цього випливає можливість об’єднання матема-
тичних моделей цих етапів в єдину модель. 
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Висновки 
Встановлено, що рух вільно укладеної сіячої 

поверхні на коробі грохоту при віброударній дії на 
неї може бути описаний поетапно, де початок 
етапу є закінчення його попереднього. Існує тіс-
ний часовий та координатний зв’язок де всі кіне-
матичні параметри кожного попереднього етапу є 
початковими параметрами для наступного суміж-
ного з ним, що дозволяє розробити математичну 
модель руху вільно укладеної сіячої поверхні при 
вібраційно-ударної на неї дії. 

В результаті розробки математичної моделі 
встановлено три основні види динамічного стану 
технічної системи, що розглядається, а саме. 

Перший вид динамічного стану — це спільний 
рух підпружиненої матеріальної точки С та коро-
бу, який починається з моменту зіткнення скла-
дових системи при відомій координаті початково-
го положення, а також відомої початкової швид-
кості складових системи, що вступили в взаємо-
дію. Початкові параметри взаємодії є кінцевими 

параметрами попереднього циклу руху. Цей ди-
намічний стан властивий першому та шостому 
етапів циклічного руху системи. 

Другий вид динамічного стану — роздільний 
рух елементів системи, який починається з мо-
менту розриву зв’язку на кінці першого чи третьо-
го етапів циклічного руху системи та закінчується 
з моменту відновлення зв’язку на третьому чи 
шостому етапах. Тривалість цього динамічного 
стану визначається не тільки швидкістю руху 
елементів системи, але й, насамперед, конструк-
тивним параметром  — проміжком  𝛿ℎ. Цей дина-
мічний стан повністю відповідає другому та 
п’ятому етапам циклічного руху системи. 

Третій вид динамічного стану системи — пру-
жна взаємодія складових системи через пружину 
після поновлення зв’язку. Цей динамічний стан 
властивий третьому та четвертому стану цикліч-
ного руху системи. 
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