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Solving the problem of heating (cooling) a fixed porous layer  

of material by the method of elementary balances 
У статті розглядається питання неформального виведення системи скінченно-різницевих рівнянь для нагріву 
(охолодження) нерухомого шару матеріалу з ідеальною теплопровідністю на основі аналізу рівнянь, складених 
методом елементарних теплових балансів. Показано фізичну сутність різних розрахункових схем і запропоно-
вано вдосконалену методику розрахунку нагріву (охолодження) нерухомого шару матеріалу. Проведено порів-
няльний аналіз результатів розрахунку нагріву (охолодження) нерухомого шару матеріалу за аналітичним рі-
шенням, за неявною схемою з формальним наближенням диференціальних рівнянь та за запропонованою ме-
тодикою. 
 
Ключові слова: нерухомий шар матеріалу, нагрів, охолодження, метод елементарних теплових балансів, методика 
розрахунку. 
The article considers the issue of informal derivation of a system of finite-difference equations for heating (cooling) a fixed layer 
of material with ideal thermal conductivity based on the analysis of equations made by the method of elementary heat balances. 
The physical essence of various calculation schemes is shown and an improved method for calculating the heating (cooling) of 
a fixed layer of material is proposed. A comparative analysis of the results of calculating the heating (cooling) of a fixed layer of 
material according to an analytical solution, according to an implicit scheme with a formal approximation of differential equations 
and according to the proposed method was carried out. 
Keywords: fixed layer of material, heating, cooling, method of elementary heat balances, calculation method. 

 
Вступ. Задачі нагріву (охолодження) насипного 

або організованого пористого шару матеріалу дуже 
поширені в теплотехнічній практиці. В даний час рі-
шення цих задач, в переважній більшості випадків, 
здійснюється за допомогою програмованої комп'ю-
терної техніки, тому диференціальні рівняння для 
нагріву (охолодження) нерухомого пористого шару 
представлені або в кінцево-різницевому вигляді [1, 
2], або в перетвореному виді, зручному для засто-
сування будь-якого чисельного методу [3].  

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми. Для рішення задач нагріву та 

охолодження нерухомого пористого шару матеріа-
лів переважно використовується метод скінченних 
різниць. Зазвичай початкові диференціальні рів-
няння формально представляють у вигляді кінце-
вих різниць, замінюючи відповідні похідні їх скін-
ченно-різницевими аналогами. Наприклад, в класи-
чній задачі нагріву (охолодження) нерухомого шару 
кускового матеріалу, що складається з тіл ідеаль-
ної теплопровідності, початкові диференціальні рі-
вняння [4] мають вид 

𝐶г ⋅ 𝜀 ⋅
𝜕𝑡г

𝜕𝜏
− 𝐶г ⋅ 𝑊г ⋅

𝜕𝑡г

𝜕ℎ
= −𝛼𝑣(𝑡г − 𝑡м);     (1) 

𝜌м ⋅ 𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅
𝜕𝑡м

𝜕𝜏
= 𝛼𝑣(𝑡г − 𝑡м).      (2) 

Їх приводять до алгебраїчних рівнянь виду 

𝐶г ⋅ 𝜀 ⋅ (
𝑡г𝑖

𝑘+1−𝑡г𝑖
𝑘

𝛥𝜏
) + 𝐶г𝑊г(

𝑡г𝑖
𝑘+1−𝑡г𝑖−1

𝑘+1

𝛥ℎ
) = −𝛼𝑣(𝑡г𝑖

𝑘+1 − 𝑡м𝑖
𝑘+1);   (3) 

𝜌м ⋅ 𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ (
𝑡м𝑖

𝑘+1−𝑡м𝑖
𝑘

𝛥𝜏
) = 𝛼𝑣(𝑡г𝑖

𝑘+1 − 𝑡м𝑖
𝑘+1).     (4) 

 У рівняннях (1) – (4) 
𝑡г, 𝑡м – поточні (за висотою і часом) температури 

газу і матеріалу в шарі відповідно, оС; 𝐶г, 𝐶м – питомі 
середні теплоємності газу і матеріалу відповідно, 
Дж

м3⋅К
,

Дж

кг⋅К
; 𝜌м – густина матеріалу, 

кг

м3; 𝜀 – пористість 

шару, 
м3

м3 ; 𝑊г – швидкість руху газу в шарі, що пов'я-

зана з вільним перетином шахти, м/с, яка дорівнює 
𝑊г = 𝑊ж ⋅ 𝜀, 𝑊ж – фактична швидкість руху газу в 

шахті, м/с; 𝛼𝑣 – об'ємний коефіцієнт теплопередачі 

від газу до матеріалу, 
Вт

м3⋅К
; 𝜕ℎ – елементарний при-

ріст поточної висоти шару в напрямку руху газу, м; 
𝜕𝜏 – елементарний приріст поточного часу, с; 𝛥ℎ, 𝛥𝜏 
– крок за висотою і за часом відповідно, замість 𝜕ℎ 

і 𝜕𝜏 при наближенні похідних у рівняннях (1) і (2), м, 

с; i – номер малого шару 𝛥ℎ за висотою шару; k – 
номер інтервалу за часом 𝛥𝜏 в процесі нагріву. 

 Теоретичні аспекти такого наближення, пи-
тання точності і стабільності одержуваних рішень 
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досить докладно розглядаються в літературі [5 – 
11]. 

Мета і завдання досліджень. Формальне пе-
ретворення диференціальних рівнянь в алгебраїчні 
має принциповий недолік: воно не дозволяє фізи-
чно покращити  математичний опис розглянутого 
процесу. Крім того, можуть бути опущені деякі, ча-
сто принципово важливі, фізичні передумови і 
умови, які мали місце при складанні диференціаль-
ного рівняння. Зрозуміло, що відображення погли-
бленої постановки фізичної задачі у формальній 
чисельній реалізації скінченно-різницевих рівнянь 
вимагає складання нових диференціальних рів-
нянь. Потреба в цьому відпадає, якщо фізичний 
аналіз процесу супроводжується складанням скін-
ченно-різницевих рівнянь, в яких об'єкт умовно ді-
литься на кінцеві об'єми або поверхні. Для таких 
елементів об'єкту можна скласти рівняння тепло-
вого балансу і переносу речовини, з яких виплива-
ють кінцево-різницеві рівняння. Власне кажучи, цей 
підхід не новий і використовувався науковцями ди-
ференціального та інтегрального числення. 

Для процесів теплопровідності цей підхід був ви-
користаний в [6, 9] і названий в [9] методом елеме-
нтарних балансів. Завдяки цьому в [6] була розк-
рита фізична сутність формальних чотириточкових 
явних і неявних схем і неявної шести-точкової 
схеми розрахунку процесу теплопровідності мето-
дом кінцевих різниць. 

Матеріали та методи дослідження. Складемо 
скінченно-різницеві рівняння за допомогою методу 
елементарних теплових балансів для розрахунку 
нагріву стаціонарного шару кускового матеріалу з 
ідеальною теплопровідністю (𝜆 → ∞). 

Розглянемо шахту, яка заповнена кусковим ма-
теріалом, що утворює шар з пористістю  𝛥𝜏. Газ, що 

має температуру 𝑡г0
 на вході в шар, проникає в 

нього, проходячи знизу вгору.  
Припустимо, що втрат теплоти через стінки ка-

мери немає. Позначимо площу поперечного пере-
різу камери як Sш, а загальну висоту шару як H. По-
ділимо шар по висоті на n малих шарів з однаковою 
висотою кожного 𝛥ℎ і складемо рівняння теплового 
балансу для i-ого шару (див. рисунок) за інтервал 
часу 𝛥𝜏. 

Для складання теплового балансу i-ого шару те-
плообмін між газом і матеріалом можна предста-
вити таким чином: 

– або газ на початку інтервалу за часом 𝛥𝜏 пот-
рапляє в i-ий шар і залишається в ньому деякий час 
𝛥𝜏, а в кінці 𝛥𝜏 миттєво переходить в наступний 
шар; 

– або проходить всю висоту i-ого шару 𝛥ℎ про-

тягом часового інтервалу 𝛥𝜏, а протягом наступного 
часового інтервалу 𝛥𝜏 проходить наступний i+1-ий 

шар висотою 𝛥ℎ і так далі. 

 

 
Рисунок 1 – Схема розрахунку: 1 - шар матеріалу, 2 - шахта (камера). 
 
Так як шар кускового матеріалу нерухомий, то 

температура газу в кожному і-ому шарі і у всьому 
шарі змінюється як за часом, так і по висоті. Припу-
стимо, що температура матеріалу в i-ому шарі змі-
нюється тільки в часі і вона є середньою в цьому 
шарі. Нехай в певний момент часу 𝜏 = 𝑘 ⋅ 𝛥𝜏 газ з 

температурою 𝑡г𝑖−1
𝑘 , входить в i-ий шар і приносить 

з собою певну кількість теплоти 𝑄пр𝑖.𝜏
𝑘 . За час 𝛥𝜏 те-

мпература газу на вході в i-ий шар зміниться і 

прийме значення 𝑡г𝑖−1
𝑘+1, при цьому кількість теплоти, 

що приходить в i-ий шар, стане 𝑄пр𝑖.𝜏
𝑘+1 . Так як 𝛥𝜏 не-

великий, то можна припустити, що газ в серед-
ньому приносить в і- ий шар таку саму кількість те-
плоти 

𝑄пр𝑖.𝜏 =
𝑄пр𝑖.𝜏

𝑘 +𝑄пр𝑖.𝜏
𝑘+1

2
,      [Дж].   (5) 

Аналогічно запишемо формулу для визначення 
середньої кількості теплоти, яку газ уносить з i-ого 
шару 
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𝑄ух𝑖.𝜏 =
𝑄ух𝑖.𝜏

𝑘 +𝑄ух𝑖.𝜏
𝑘+1

2
,      [Дж].   (6) 

Кількість теплоти, що залишається в i-ому шарі і 
використовується для нагріву матеріалу шару, до-
рівнює 

𝛥𝐼𝑖 = 𝑄пр𝑖.𝜏 − 𝑄ух𝑖.𝜏 =
𝑄пр𝑖.𝜏

𝑘 +𝑄пр𝑖.𝜏
𝑘+1

2
−

𝑄ух𝑖.𝜏
𝑘 +𝑄ух𝑖.𝜏

𝑘+1

2
,      [Дж]

      (7) 
або 

 𝛥𝐼𝑖 =
𝑄пр𝑖.𝜏

𝑘 −𝑄ух𝑖.𝜏
𝑘

2
+

𝑄пр𝑖.𝜏
𝑘+1 −𝑄ух𝑖.𝜏

𝑘+1

2
,      [Дж]. (8) 

Матеріал в i-ому шарі поглинає кількість теплоти 
𝛥𝐼𝑖 за законами теплопередачі. 

Запишемо теплові потоки від газу до матеріалу 
– в k-ий момент часу на вході в i-ий шар 

𝑄т𝑖−1
𝑘 = 𝑞𝑖−1

𝑘 𝛥𝑆н,      [Вт];   (9) 

– в k-ий момент часу на виході з i-ого шару 

𝑄т𝑖
𝑘 = 𝑞𝑖

𝑘𝛥𝑆н,      [Вт];    (10) 

– в k+1-ий момент часу на вході в i-ий шар 

𝑄т𝑖−1
𝑘+1 = 𝑞𝑖−1

𝑘+1𝛥𝑆н,      [Вт];   (11) 

– в k+1-ий момент часу на виході з i-ого шару 

𝑄т𝑖
𝑘+1 = 𝑞𝑖

𝑘+1𝛥𝑆н,      [Вт].   (12) 

У формулах (9) – (12) 
𝛥𝑆н – поверхня нагріву матеріалу в малому шарі, 

м2; 

𝑞𝑖−1
𝑘  и 𝑞𝑖−1

𝑘+1 – густина теплового потоку від газу 

до матеріалу на вході в i-ий шар на початку і в кінці 

малого проміжку часу 𝛥𝜏, 
Вт

м2; 

𝑞𝑖
𝑘 и 𝑞𝑖

𝑘+1 – густина теплового потоку від газу до 

матеріалу на виході з i-ого шару на початку і в кінці 

𝛥𝜏, 
Вт

м2. 

Середній тепловий потік від газу до матеріалу 
на висоту шару 𝛥ℎ і час 𝛥𝜏 

𝑄𝑖 = 0,5 ⋅ [0,5 ⋅ (𝑄т𝑖−1
𝑘 − 𝑄т𝑖

𝑘 ) + 0,5 ⋅ (𝑄т𝑖−1
𝑘+1 − 𝑄т𝑖

𝑘+1)],      [Вт];      (13) 

або  

𝑄𝑖 = 0,25 ⋅ Δ𝑆н ⋅ [(𝑞𝑖−1
𝑘 − 𝑞𝑖

𝑘) + (𝑞𝑖−1
𝑘+1 − 𝑞𝑖

𝑘+1)] = 0,5 ⋅ Δ𝑆н ⋅ [𝑞𝛥ℎ
𝑘 + 𝑞𝛥ℎ

𝑘+1] = 𝛥𝑆н ⋅ 𝑞𝛥ℎ
𝛥𝜏 .    (14) 

За проміжок часу 𝛥𝜏 i-ий шар отримує таку кіль-
кість теплоти 

𝛥𝐼м𝑖
= 𝑄𝑖𝛥𝜏,      [Дж].    (15) 

Ця кількість теплоти буде витрачено на приріст 
ентальпії i-ого шару. 

Зміна ентальпії матеріалу в i-ому шарі в k+1 мо-
мент часу можна визначити наступним чином 

𝛥𝐼м𝑖
= 𝛥𝑚м𝑖

(𝑖м𝑖
𝑘+1 − 𝑖м𝑖

𝑘 ) = 𝛥𝑚м𝑖
𝐶м𝑖

𝑘 (𝑡м𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘 );(16) 

де 𝛥𝑚м𝑖
 – маса матеріалу i-го шару, кг; 

𝑖м𝑖
𝑘+1, 𝑖м𝑖

𝑘  – питома ентальпія матеріалу i-ого шару 

в k+1 і k моменти часу, 
Дж

кг
; 

𝑡м𝑖
𝑘+1, 𝑡м𝑖

𝑘  – середня температура матеріалу в i-

ому шарі в k+1 и k моменти часу, оС. 
Нагрів матеріалу в i-ому шарі відбувається за 

рахунок охолодження газу, що прийшов в цей шар, 
тому приріст ентальпії газу в k+1 момент часу мо-
жна визначити з рівняння 

𝛥𝐼г𝑖
= −𝑄𝑖𝛥𝜏 = 𝛥𝑉г𝑖

(𝑖г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑖г𝑖

𝑘+1),      [Дж]; (17) 

де 𝛥𝑉г𝑖
 – об’єм газу в стані теплообміну з мате-

ріалом на протязі часу 𝛥𝜏, м3; 

𝑖г𝑖−1
𝑘+1, 𝑖г𝑖

𝑘+1 – питома ентальпія газу і–1-ого і і-ого 

шарів в k+1 момент часу відповідно, 
Дж

м3 . 

Рівняння (15), (16) і (17) дають ще одне рівняння 
теплового балансу 

𝛥𝑉г𝑖
⋅ (𝑖г𝑖−1

𝑘+1 − 𝑖г𝑖
𝑘+1) = 𝛥𝑚м𝑖

(𝑖м𝑖
𝑘+1 − 𝑖м𝑖

𝑘 ),  [Дж]. (18) 

Враховуючи, що 

𝛥𝑉г𝑖
= 𝑉г𝛥𝜏 = 𝑊г𝑆ш𝛥𝜏 = 𝑊ж𝜀 ⋅ 𝑆ш𝛥𝜏 = 𝛥ℎ𝑖𝜀 ⋅ 𝑆ш;  (19) 

𝛥𝑚м𝑖
=𝛥ℎ𝑖 ⋅ 𝑆ш ⋅ 𝜌нас = 𝛥ℎ𝑖 ⋅ 𝑆ш ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ 𝜌м; (20) 

де 𝑉г – витрата газу, 
м3

с
; 

𝛥ℎ𝑖 – висота i-ого шару, що відповідає дійсній 
швидкості руху газу, м; 

𝜌нас – насипна густина шару, 
кг

м3. 

Рівняння (18) можна записати так 

𝑖г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑖г𝑖

𝑘+1 =
(1−𝜀)

𝜀
⋅ 𝜌м(𝑖м𝑖

𝑘+1 − 𝑖м𝑖
𝑘 ).  (21) 

З наведених вище рівнянь видно, що при розра-
хунках необхідно витримувати наступне співвідно-
шення: 

𝛥ℎ𝑖 = 𝑊ж ⋅ 𝛥𝜏𝑖.    (22) 

Конкретні величини 𝛥ℎ і 𝛥𝜏 визначаються фізич-
ним станом задачі. 

Тепловий потік від газу до поверхні матеріалу 
можна знайти за законом Ньютона-Ріхмана  

𝑄𝑖
𝑘 = 𝛼𝑠 ⋅ (𝑡г − 𝑡п) ⋅ 𝛥𝑆н; 

і записати для розглянутого випадку так 

𝑄Т𝑖

𝑘 = 𝛼𝑠(𝑡г − 𝑡м) ⋅ 𝛥𝑆н = 𝑞 ⋅ 𝛥𝑆н,      [Вт], (23) 

де 𝛼𝑠 – поверхневий коефіцієнт теплопередачі 

від газу до матеріалу, 
Вт

м2⋅К
; 

𝑡п – температура поверхні матеріалу, оС. 

Маючи на увазі, що  𝛥𝑆н = 𝑓 ⋅ 𝛥𝑉𝑖 = 𝑓 ⋅ 𝛥ℎ𝑖 ⋅ 𝑆ш 

𝛼𝑣 = 𝛼𝑠 ⋅ 𝑓.     (24) 

де 𝑓 – питома поверхня нагріву, 
м2

м3; 

𝛥𝑉𝑖 – об'єм i-го шару матеріалу, м3; 
отримуємо вираз для тепловіддачі від газу до 

матеріалу, наприклад, для координат сітки i, k 

𝑄Т𝑖

𝑘 = 𝛼𝑠(𝑡г𝑖
𝑘 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) ⋅ 𝑓 ⋅ 𝛥ℎ𝑖𝑆ш = 𝛼𝑣(𝑡г𝑖
𝑘 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) ⋅

𝛥ℎ𝑖𝑆ш;      [Вт]. (25) 
Якщо для рівняння (14) припустимо, що 

  𝑞𝛥ℎ
𝑘 = 𝑞𝑖−1

𝑘 , а 𝑞𝛥ℎ
𝑘+1 = 𝑞𝑖−1

𝑘+1, тоді  

𝑄𝑖 = 0,5 ⋅ Δ𝑆н ⋅ [𝑞𝑖−1
𝑘 + 𝑞𝑖−1

𝑘+1];      [Вт],  (26) 

врахуємо цей результат за допомогою формул 
(17) і (25), отримаємо для газу за умови, що 𝐶г =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 і 𝛼𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 таку рівність 

𝜀 ⋅ 𝐶г ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑡г𝑖

𝑘+1) = 𝛼𝑣[0,5 ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘 + 𝑡г𝑖−1

𝑘+1) − 0,5 ⋅ (𝑡м𝑖−1
𝑘 + 𝑡м𝑖−1

𝑘+1 )] ⋅ 𝛥𝜏.    (27) 

Для матеріалу об'єднання формул (16), (25) і 
(26), для умов 𝐶м = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 і 𝛼𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 дає таку рів-
ність 
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𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ 𝜌м ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) = 𝛼𝑣[0,5 ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘 + 𝑡г𝑖−1

𝑘+1) − 0,5 ⋅ (𝑡м𝑖−1
𝑘 + 𝑡м𝑖−1

𝑘+1 )] ⋅ 𝛥𝜏.  (28) 

Якщо для формули (14) припустимо, що 𝑞𝛥ℎ
𝑘 = 𝑞𝑖

𝑘, а 𝑞𝛥ℎ
𝑘+1 = 𝑞𝑖

𝑘+1, тоді отримаємо 

– для газу  

𝜀 ⋅ 𝐶г ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑡г𝑖

𝑘+1) = 𝛼𝑣[0,5 ⋅ (𝑡г𝑖
𝑘 + 𝑡г𝑖

𝑘+1) − 0,5 ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘 + 𝑡м𝑖

𝑘+1)] ⋅ 𝛥𝜏;    (29) 

– для материалу 

𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ 𝜌м ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) = 𝛼𝑣[0,5 ⋅ (𝑡г𝑖
𝑘 + 𝑡г𝑖

𝑘+1) − 0,5 ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘 + 𝑡м𝑖

𝑘+1)] ⋅ 𝛥𝜏.     (30) 

Рівняння (27)-(30) показують, що передача теп-
лоти від газу до матеріалу визначається через се-
редні за часом температури газу і матеріалу. Рів-
няння (27) і (28) слід використовувати на початку 
розрахунку прогріву нерухомого шару матеріалу на 

першому кроці за часом, коли задано рівномірний 
розподіл температури за висотою шару. 

Якщо припустити, що 𝑞𝛥ℎ
𝑘 = 𝑞𝛥ℎ

𝑘+1 = 𝑞𝑖
𝑘+1, тоді 

отримаємо 
– для газу  

𝜀 ⋅ 𝐶г ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑡г𝑖

𝑘+1) = 𝛼𝑣[𝑡г𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘+1]𝛥𝜏;       (31) 

– для материалу 

𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ 𝜌м ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) = 𝛼𝑣[𝑡г𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘+1]𝛥𝜏.      (32) 

Рівняння (31) і (32) найчастіше використовуються в обчислювальній практиці і їх відносять до неявної 
схеми розрахунку. 

Якщо припустити, що 𝑞𝛥ℎ
𝑘 = 𝑞𝛥ℎ

𝑘+1 = 𝑞𝑖
𝑘, тоді отримаємо 

– для газу  

𝜀 ⋅ 𝐶г ⋅ (𝑡г𝑖−1
𝑘+1 − 𝑡г𝑖

𝑘+1) = 𝛼𝑣[𝑡г𝑖
𝑘 − 𝑡м𝑖

𝑘 ]𝛥𝜏;       (33) 

– для материалу 

𝐶м ⋅ (1 − 𝜀) ⋅ 𝜌м ⋅ (𝑡м𝑖
𝑘+1 − 𝑡м𝑖

𝑘 ) = 𝛼𝑣[𝑡г𝑖
𝑘 − 𝑡м𝑖

𝑘 ]𝛥𝜏.      (34) 

Схема розрахунку з використанням рівнянь (33) 
і (34) повинна бути нестійкою. Межу стійкості цієї 
схеми слід очікувати, якщо виконується умова 
𝛥ℎ𝑖 ≤ 𝑊ж ⋅ 𝛥𝜏, яка аналогічна умові, встановленої 
для хвильового рівняння [8]. 

Для цього потрібна експериментальна розраху-
нкова перевірка. Схему розрахунку, в основі якої є 
рівняння (33) і (34), слід віднести до явних. 

При розгляді та аналізі рівнянь (27)–(32) була 
запропонована більш точна, на наш погляд, схема 
розрахунку на кожному кроці за часом 𝛥𝜏: 

– встановлюються кроками 𝛥ℎ і 𝛥𝜏 таким чином, 

щоб співвідношення 𝛥ℎ = 𝑊ж ⋅ 𝛥𝜏 зберігалося; 
– за рівняннями (31), (32) або (31), (18) обчислю-

ють температури газу і матеріалу в k+1 момент 
часу; 

– розраховуються середні температури газу і 
матеріалу за проміжок часу 𝛥𝜏; 

– знову за рівняннями (31), (32) або (31), (18) 
уточнюються температури матеріалу і газу в k+1 
момент часу; 

– здійснюється перехід до i+1-ого шару. 

Результати дослідження. Щоб оцінити точ-
ність запропонованого методу розрахунку прове-
дено порівняльний аналіз результатів розрахунків 
для нагріву нерухомого шару матеріалу за аналіти-
чним рішенням [1], за неявною схемою з формаль-
ним апроксимацією (наближенням) диференціаль-
них рівнянь (1), (2) та за вище наведеною методи-
кою.  

Розрахунки проводилися при однакових умовах, 
для цього використовували наступні вихідні дані: 
висота шару 0,5 м, час нагріву шару 50 с,  
𝑡г0

 = 1200 оС, початкова температура матеріалу  

𝑡мн
 = 0 оС, 𝐶м = 1000 

Дж

кг⋅град
, 𝜀 = 0,4766 

м3

м3,  

𝜌м = 3800 
кг

м3, 𝐶г = 1400 
Дж

м3⋅град
, 𝛼𝑣 = 5000 

Вт

м3⋅град
,  

( 𝛥ℎ = 𝑊ж ⋅ 𝛥𝜏), 𝑊ж = 1 м/с, 𝛥ℎ = 0,025 м,  

𝛥𝜏 = 0,025 с. 
Результати розрахунків представлені в табли-

цях 1 – 3. З цих таблиць видно, що запропонований 
метод розрахунку при рівних умовах дає резуль-
тати, ближчі до аналітичних, ніж, наприклад, нея-
вна схема при формальному наближенні диферен-
ціальних рівнянь.  

 

Таблиця 1 – Результати розрахунку для нагріву нерухомого шару матеріалу за аналітичним розв'язан-
ням [1].  

Час на-
гріву, с 

Висота насадки, м 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 

10 577,8 14,2 278,2 6,8 133,9 3,2 64,4 1,5 31,0 0,7 

20 588,2 28,3 288,2 13,6 141,1 6,6 69,0 3,2 33,8 1,5 

30 598,5 42,4 298,1 20,6 148,3 10,0 73,7 4,9 36,6 2,4 

40 608,6 56,3 308,0 27,6 155,5 13,5 78,4 6,6 39,4 3,2 

50 618,6 70,1 317,8 34,7 162,8 17,1 83,1 8,5 42,4 4,2 
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Таблиця 2 – Результати розрахунку нагріву нерухомого шару матеріалу за неявною схемою з форма-
льною апроксимацією диференціальних рівнянь (1), (2). 

Час 
нагріву, с 

Висота насадки, м 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 

10 613,2 15,0 313,2 7,5 159,9 3,8 81,6 1,9 41,7 1,0 

20 622,6 29,9 322,8 15,2 167,2 7,8 86,6 3,9 44,8 2,0 

30 631,8 44,8 332,2 23,0 174,5 11,8 91,6 6,1 48,0 3,1 

40 640,9 59,5 341,6 30,8 181,8 15,9 96,6 8,2 51,2 4,3 

50 649,8 74,0 350,9 38,6 189,1 20,1 101,6 10,5 54,5 5,5 

 
Таблиця 3 – Результати розрахунку для нагріву нерухомого шару матеріалів за запропонованою ме-

тодикою.  

Час  
нагріву, с 

Висота насадки, м 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 𝑡г 𝑡м 

10 573,3 15,7 273,8 7,4 130,8 3,5 62,4 1,7 29,8 0,8 

20 583,9 31,2 283,9 14,9 138,0 7,1 67,0 3,4 32,5 1,6 

30 594,3 46,6 293,9 22,5 145,2 10,8 71,6 5,2 35,3 2,5 

40 604,6 61,9 303,9 30,1 152,4 14,6 76,3 7,1 38,1 3,5 

50 614,7 77,0 313,8 37,8 159,7 18,5 81,0 9,1 41,0 4,5 

 
Обговорення результатів. Зауважимо, що у 

співвідношення (22) при нагріві нерухомого шару 
матеріалу газ охолоджується і його дійсна швид-
кість зменшується 𝑊ж. Тому, якщо прийняти крок 

висоти шару 𝛥ℎ незмінним, то 𝛥𝜏для кожного шару 
буде змінним і буде змінюватися у стільки разів, у 
скільки змінюється дійсна швидкість, але в зворот-
ному напрямку. 

Висновки.  
Показано недоліки формальної апроксимації си-

стеми диференціальних рівнянь для нагріву неру-
хомого шару матеріалу системою скінченно-різни-
цевих рівнянь. 

Отримані скінченно-різницеві рівняння для про-
цесу нагріву нерухомого шару матеріалу на основі 
аналізу рівнянь, які складені методом елементар-
них теплових балансів. 

Показана фізична сутність формально отрима-
них скінченно-різницевих рівнянь для нагріву неру-
хомого шару матеріалу. 

Запропоновано уточнений метод розрахунку на-
гріву нерухомого шару матеріалу з ідеальною теп-
лопровідністю. 

Показано, що при однакових умовах розрахун-
кова схема нагріву стаціонарного шару кускового 
матеріалу, яка запропонована, дає більш точні ре-
зультати, близькі до аналітичного розв’язання. 
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